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Resumen
En esta comunicacio´n introducimos una familia de me´todos de elementos finitos
mixtos para la resolucio´n nume´rica del problema de Stokes en dimensio´n 2. En estos
me´todos, la presio´n se interpola en una malla de elementos cuadrila´teros, mientras
que la velocidad se interpola en una malla de elementos triangulares obtenida sub-
dividiendo cada cuadrila´tero en cuatro tria´ngulos por sus diagonales. Se consideran
entonces interpolaciones de grado k para las velocidades y grado l para la presio´n,
siendo k ≥ l ≥ 1. Por todo ello, estos elementos se han denominado de tipo cross-grid
PkQl (ver [3]).
Se presenta un ana´lisis nume´rico de la estabilidad de estos me´todos para elementos
rectangulares, basado en la te´cnica de los macroelementos de Stenberg (ver [4], [5],
[6]), y se analizan en particular los casos de orden menor, P1Q1 y P2Q1. En el primer
caso, se demuestra la existencia de un modo espu´reo global para la presio´n, de manera
que este elemento no es estable. En el segundo caso se demuestra la estabilidad del
me´todo, y por tanto su convergencia o´ptima.
Se presentan tambie´n resultados nume´ricos obtenidos con estos elementos en var-
ios casos test, tanto con mallas de elementos rectangulares como de cuadrila´teros
generales. Dichos resultados confirman la existencia del modo espu´reo de presio´n para
el elemento P1Q1 y la estabilidad del elemento P2Q1.
1. Planteamiento del Problema
Sea Ω ⊂ R2 un conjunto abierto, acotado y con frontera poligonal. El problema de
Stokes, que modela el movimiento de un fluido viscoso incompresible que ocupa la cavidad
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Ω, esta´ dado por: 

−µ∆u+∇p = f en Ω ,
∇ · u = 0 en Ω ,
u = 0 en Γ := ∂Ω ,
(1)
donde u es la velocidad del fluido, p es la presio´n, f es la fuerza que actu´a sobre el cuerpo
y µ > 0 es la viscocidad dina´mica del fluido, la cual supondremos constante.
Sean V := (H10 (Ω))




q = 0}; la forma de´bil del
problema (1) esta´ dada por: Hallar u ∈ V y p ∈ Q tales que{
a(u,v) + b(v, p) =< f ,v >V ′×V ∀v ∈ V ,






∇u : ∇v dΩ u,v ∈ V ,
b(v, q) := −
∫
Ω
∇ · v q dΩ v ∈ V, q ∈ Q .
Las normas y seminormas en (Hm(D))2 sera´n denotadas por ‖·‖m,D y | · |m,D respecti-
vamente y denotaremos por (·, ·)D el producto interno en L
2(D) o (L2(D))2 para cualquier
conjunto abierto D ⊂ Ω. Omitiremos el sub´ındice D cuando D = Ω.
Es sabido que la forma bilineal a(·, ·) es continua y coercitiva en V y que b satisface la






Por lo tanto, haciendo uso de la teor´ıa general de me´todos mixtos ([2]), podemos asegurar
que existe una u´nica solucion al problema (2).
A fin de obtener aproximaciones nume´ricas de dicha solucio´n, consideramos espacios
de dimensio´n finita Vh ⊂ V y Qh ⊂ Q y planteamos la correspondiente aproximacio´n de
Galerkin, que consiste en: Hallar (uh, ph) ∈ Vh ×Qh tales que:{
a(uh,v) + b(v, ph) =< f ,v >V ′×V ∀v ∈ Vh ,
b(uh, q) = 0 ∀q ∈ Qh .
(4)
Para garantizar la estabilidad y por lo tanto la convergencia del me´todo, los espacios Vh
y Qh deben satisfacer una condicio´n ana´loga a 3, i.e, debe existir una constante β˜ > 0,





≥ β˜‖q‖0 ∀q ∈ Qh. (5)
Bajo esta condicio´n el problema (4) tiene una u´nica solucio´n y se tiene la siguiente esti-
macio´n de error con una constante C independiente de h:
‖u− uh‖1 + ‖p − ph‖0 ≤ C{ ı´nf
v∈Vh
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Figura 1: Nodos para la velocidad y la presio´n del elemento P1Q1.
2. Elementos finitos mixtos de tipo cross-grid PkQl
Supondremos en lo sucesivo que Ω es unio´n de recta´ngulos. Consideramos una famil-
ia de particiones regulares Ch de Ω¯ en recta´ngulos K, i.e., existe una constante σ > 0
independiente del taman˜o de la malla h tal que
hK ≤ σρK ∀K ∈ Ch,
donde hK denota el dia´metro de K y ρK es el dia´metro de la mayor bola contenida en K.
Luego dividimos cada recta´ngulo K por sus diagonales en cuatro tria´ngulos y llamamos
Th a la malla de tria´ngulos resultante. Los espacios de elementos finitos de tipo cross-grid
PkQl, con l ≤ k y l ≥ 1, para la aproximacio´n de la velocidad y de la presio´n se definen
de la siguiente manera:
Vh = {v ∈ V : v|T ∈ (Pk)
2, ∀T ∈ Th},
Qh = {q ∈ Q ∩H
1(Ω) : q|K ∈ Ql, ∀K ∈ Ch},
donde Pk denota el espacio de polinomios de grado menor o igual que k y Ql el espacio de
polinomios de la forma q(x, y) =
∑
j αjpj(x)qj(y) con pj y qj polinomios de grado menor
o igual que l.
Observacio´n: Nuestros elementos pueden definirse de forma ana´loga sobre mallas de
cuadrila´teros regulares subdivie´ndolos por sus diagonales en cuatro tria´ngulos.
En primer lugar analizamos el elemento de grado mas bajo, esto es, el P1Q1. El siguiente
Lema muestra que dicho elemento no satisface la condicio´n (5), dado que presenta un modo
espu´reo global para la presio´n, y en consecuencia es inestable.
Lema: Sea Ω = (0, A)×(0, B) y sea Ch una malla de N×M recta´ngulos. Consideremos
la aproximacio´n por elementos finitos mixtos P1Q1. Entonces, existe un modo espu´reo de
presio´n qˆh ∈ Qh \ {0} tal que
(∇qˆh,vh) = 0 ∀v ∈ Vh
Idea de la Demostracio´n: Tomamos la malla de recta´ngulos uniformes Ki,j = [(i −
1)hx, ihx] × [(j − 1)hy , jhy] con hx = A/N , hy = B/M , 1 ≤ i ≤ N y 1 ≤ j ≤ M , y
llamamos ni,j = (ihx, jhy), 0 ≤ i ≤ N , 0 ≤ j ≤M a sus nodos.
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O  Pressure Nodes
 *  Velocity Nodes
Figura 2: Nodos para la velocidad y la presio´n del elemento P2Q1.
Definimos la funcio´n qˆh ∈ Qh como:
qˆh(ni,j) =
{
a si i+ j es par
− a si i+ j es impar
con a ∈ R, a 6= 0. Entonces, simples ca´lculos muestran que (ver [1]):
(∇qˆh,vh) = 0 ∀vh ∈ Vh

Para analizar la estabilidad de la familia de elementos PkQl hacemos uso de la teor´ıa de
los macroelementos desarrollada por Stenberg (ver [4, 5, 6]) tomando como macroelementos
M los recta´ngulos K de la malla de la presio´n Ch y llegando as´ı al siguiente Teorema (para
detalles y demostraciones ver [1]):
Teorema: Si para todo macroelemento M ∈ Ch, el espacio
NM = {q ∈ QM | (∇q,v)M = 0, ∀v ∈ VM}
consta so´lo de funciones constantes en M , entonces la condicio´n inf-sup (5) se satisface, el
problema (4) tiene una u´nica solucio´n (uh, ph) y se cumple:
‖u− uh‖1 + ‖p − ph‖0 ≤ C{ ı´nf
v∈Vh
‖u− v‖1 + ı´nf
q∈Qh
‖p− q‖0}.
con C > 0 independiente de h.
Aqu´ı, los espacios locales VM y QM esta´n definidos por:
VM = {v ∈ (H
1
0 (M))
2 : v|T ∈ (Pk)
2, ∀T ⊂M}
QM = {q ∈ L
2(M) : q|M ∈ Ql}
En [1] demostramos que el espacio NM es unidimensional para el elemento P2Q1 y en
vista del Teorema anterior dicha aproximacio´n converge a la solucio´n con orden o´ptimo.
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Figura 3: Flujo en una cavidad: vectores velocidad para el elemento P1Q1.
Figura 4: Flujo en una cavidad: vectores velocidad para el elemento P2Q1.
3. Resultados Nume´ricos
Flujo en una Cavidad
Resolvimos en primer lugar el cla´sico problema del flujo en una cavidad. El dominio es
el cuadrado Ω = (0, 1) × (0, 1), las condiciones de contorno son de Dirichlet homoge´neas
excepto en {y = 1 , 0 < x < 1}, donde la velocidad vale u = (1, 0), y tomamos f = 0 y
ν = 0,1. Usamos mallas para la presio´n de 20×20 elementos para el P1Q1 y 10×10 para el
P2Q1, de cara a tener los mismos nodos para la velocidad en ambos casos. Si bien ambos
elementos aproximan correctamente la velocidad (ver Figuras 3 y 4) no sucede lo mismo
con la presio´n. En la Figura 5 podemos observar la presencia de un modo espu´reo para el
elemento P1Q1 tal como predecimos. Dado el cara´cter alternado de este modo espu´reo, y
por analog´ıa con el famoso ’checkboard mode’ del elemento Q1P0, lo hemos denominado
’checkboard mode’ nodal. Por el contrario, en la Figura 6 notamos que el elemento P2Q1
aproxima la presio´n correctamente.
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Figura 6: Flujo en una cavidad: presio´n para el elemento P2Q1
6
Aproximacio´n del problema de Stokes mediante elementos finitos mixtos
Figura 7: Dominio trapezoidal: elementos finitos triangulares de las mallas de la velocidad
para los casos P1Q1 (izquierda) y P2Q1 (derecha)
Dominio Trapezoidal
A pesar de que el ana´lisis de nuestros elementos lo hemos hecho para mallas rectangu-
lares, el siguiente ejemplo muestra su aplicacio´n con mallas de cuadrila´teros ma´s generales.
Se trata del flujo de Poiseuille en un dominio trapezoidal de ve´rtices (0,−1), (5,−1), (2, 1)
y (3, 1), en el cual se impone un perfil parabo´lico para la velocidad en la entrada (fron-
tera izquierda), velocidad nula en los lados superior e inferior y una condicio´n de frontera
abierta en la salida (lado derecho), y se toma f = 0 y ν = 0,1. La solucio´n anal´ıtica
es u(x, y) = (1 − y2, 0) y p(x, y) = 0, 6 − 0, 2x. Los elementos finitos triangulares (resp.
lineales y cuadra´ticos) de las mallas de la velocidad para los casos P1Q1 y P2Q1 pueden
verse en la Figura 7. Ambos elementos reprodujeron correctamente la solucio´n anal´ıtica
para la velocidad, pero mientras que el P2Q1 proporciona tambie´n presiones correctas, el
P1Q1 muestra nuevamente el modo espu´reo de presio´n (ver Figuras 8 y 9).
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Figura 8: Dominio trapezoidal: contornos de presio´n para el elemento P1Q1.
Figura 9: Dominio trapezoidal: contornos de presio´n para el elemento P2Q1.
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